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SUPERPOSICAO DE ONDAS E ONDAS ESTACIONARIAS

1 — Superposicao de Ondas

O principio de superposicdo € uma propriedade do movimento ondulatério. Este
principio afirma que quando duas ondas ou mais se superpdem, a onda resultante € a soma
algébrica da sondas individuais. Veja uma interessante simulacéo no endereco a seguir:
http: //mww2.biglobe.ne.jp/~norimari/science/JavaEd/e-wave2.html

Superposicao e Equacéo de Onda

O principio de superposicdo é consequéncia de a equacdo de onda ser linear para
pequenos deslocamentos transversais. Se y,e 'y, forem duas solucdes diferentes da funcéo de
onda, a combinac&o linear a seguir também sera (élgebra linear):

Y: =Gy + Gy, )
onde C,e C, sdo constantes arbitrarias.

I nterferéncia de Ondas Harmonicas

Sga vy, a fungdo de onda de uma onda harmonica que avanga para direita com
amplitude y,, a frequéncia angular w e o nimero deonda Kk :
Y1 = Yo sen(kx- Wt) (2)

onde fizemos t =0nos instante em que o deslocamento era nulo(y=0) em x =0. Considere
uma outra onda também avancando para direita com a mesma freqiéncia, mesma amplitude,

mesmo numero de onda e apenas com uma diferenca de fase d (esta fase nos diz que no instante
t =0, em x =0a fungdo apresentava um deslocamento, ou sgja, y tinha um valor diferente de

zero)representada pela fungdo deonda vy, :
Y, = Yo sen(kx- wt +d) ©)

A Figura 1 mostra as curvas, num certo instante, das duas fungdes de onda.

W= Asenkx

¥ ¢ W= A senkx + 8)

I/\ sgb :

‘ \/ \/ ;

Fig. 1 — Deslocamento em funcéo da posicao de duas ondas harmdnica com 0s mesmo parametros, porém, com
uma diferenca de fase.

A onda resultante sera:

YitY. =Y sen(kx- Wt)+ Yo sen(kx- wt + d) (4)
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Podemos simplificar a equacéo (4) utilizando a identidade trigonométrica:

1 1
senq, +senq, = 20055(% - qz)senz(ql +Q,).

Neste caso temos Q, =kx-wte q, =kx-wt+d, assm, %(ql_qz):'%d e

%(ql - q,) = kx- wt +%d , substituindo na Equacgo (4) teremos:

Yit Y =€°2y0 COSld Qsenéﬁ(x_ wt +ld9 5)
€ 2 g & 2 g

onde foi usado que cos? %d 9= cosg%d 9 Note gue a onda resultante tem a mesma freqiéncia,
e [4] e g

mesmo e mesmo numero de onda das ondas originais. No entanto apresenta uma fase diferente

das ondas originais. A amplitude desta onda € da por:

A=2y, cos%d . (6)

Analisando a Equacdo (6) se d =0(ondas em fase) teremos A=2y,, ou sga, a
amplitude serd o dobros das ondas originais, chamamos isto de interferéncia construtiva. Se

d =180°, teremos A=0, ou sgja, interferéncia destrutiva. Vea dois interessantes applets nos
enderegos eletronicos a seguir:

http: //mwww.phy.ntnu.edu.tw/j ava/waveSuper posi tion/waveSuper position.html
http: //physi cs.uwstout.edu/physappl ets/Nor thwesten/vwww. physi ¢s.nwu.edu/vpl /waves/super positi
onl.html

Batimentos
Denomina-se de batimento a interferéncia de duas ondas de frequiéncias ligeiramente

diferentes. Consideremos duas ondas sonoras de freqiiéncias angulares w, e w, , Com a mesma
amplitude de pressdo. A variagao de pressao que percebemos pela audicéo é da por:

Py = PoSENWt (74)
e
P, = Py SENW,t (70)
A onda resultante sera:
p = p, Senw,t + p, senw,t =2p, cos%(w1 - Wz)tsen%(w1 +w, )t (8)

w, +w,)

Tomando w, ., = para a freqiéncia angular média e Dw =w, - w, para a

diferenca de freqiiéncias angulares, a funcéo resultante &
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p=2p, cosgéDwtgsenwmedt =2p, cosgip 1 Drt Ssen 20f 4t 9)
e2 [} e 2 g

onde fizemos Df = DNAp ef ="V %

A Figura 2 mostra o gréfico das variages de pressdo, num ponto fixo, em fungdo do
tempo.

Fig. 2 — Batimento. a) duas ondas de frequéncias ligeiramente diferentes. b) resultante das duas ondas em (a).
Consulte o enderego a seguir para ter acesso a uma simulagdo sobre este assunto.
http: //lectur eonline.cl.msu.edu/~mmp/applist/beats/b.htm

. . f,+f . A
O som que ouvimos tem fregiiéncia f,, = % e amplitude 2p, cof’pu% %ﬂ. A

amplitude oscila com a fregiéncia Dfé e como a intensidade do som é proporcional ao

quadrado da amplitude, né ouvimos um som forte sempre a amplitude esta num maximo ou num

minimo. Esta frequéncia de oscilacdo de maximo e minimo, que é o dobro de Of 5 €a
fregliéncia de batimentos:
foo = DF (10)
A freqiéncia de batimentos é a diferenca entre freqiéncia de duas ondas. Se dois
geradores de sinais emitirem um em 401 Hz e outro em 403 Hz, ouviremos um som pulsante com
freqiéncia média de 402 Hz e um maximo de intensidade 2 vezes por segundo (freqiiéncia de
batimentos). Smule esta situag&o no enderego a seguir:

http: //www.expl or escience.comactivities/Activity page.cim?ActivitylD=44

Diferenca de Fase Devido aDiferenca de Percurso

A diferenca de fase entre duas ondas pode ser provocada pela diferenca de percurso
entre o ponto de superposicao e as fontes das ondas. Se a diferenca de percurso for de um
comprimento de onda, ou de um nimero inteiro de comprimentos de onda, a interferéncia sera
construtiva. Se a diferenca for de meio comprimento de onda ou de um ndmero impar de meios-
comprimentos de onda, o maximo de uma onda coincide com o minimo da outra, e a
interferéncia seré destrutiva.
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Considere duas ondas em fase geradas por duas fontes distintas em locai diferentes (por
exemplo, dois alto-falantes em lugares diferentes em uma sala):

P. = Po sen(kxl - Wt)
P> = Py sen(kx- Wt)
A diferenca de fase das duas funcdes € dada por:

d = (kx, - wt)- (kx - wt) =Kk(x, - x )= kDx
Fazendo k = ZP/ teremos;

d=2p % = (360 )iﬁ (11)

A equagdo (11) mostra que a diferenca de fased depende do comprimento de onda(l ) e
da diferenca de percurso(Dx).

A Figura 3 mostra a configuracdo das ondas de duas fontes puntiformes, que oscilam em
fase e esto separadas por uma pequena distancia.

Fig. 3 — Ondas provocadas por duas fontes oscilando em fase préxima uma da outra. As restas tracejadas mostram
os pontos em que a diferenca de percurso é mdltiplointeiro de | . O enderego a seguir mostra uma boa simulagéo
deste fenémeno: http://surendranath.tripod.com/Inter fer ence/Ripint.html

A Figura 4 mostra a variacdo da intensidade da onda resultante das duas fontes em
funcao da diferenca de percurso.

1
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Fig. 4— Variac&o da intensidade em func&o da diferenca de percurso. | o € aintensidade de cada fonte isolada.
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Nos ponto onde a interferéncia € constritiva a intensidade é 4 vezes maior do que a
intensidade de cada onda, pois a amplitude é o dobro e a intensidade € proporcional ao
quadrado da amplitude. Nos ponto de intensidade destrutiva a intensidade é nula. A intensidade
média, representada pela reta horizontal tracejada, € o dobro da intensidade das ondas
individual mente.

Fontes coerentes — So fontes que estdo em fase ou que apresentam uma diferenca de fase
constante.

Fontes incoerentes — So fontes que Ao apresentam uma diferenca de fase constante com o
passar do tempo, ou sgja, a diferenca de fase varia aleatoriamente.

Experiéncia de dupla fenda — A luz € resultado da irradiacdo independente de milhdes de
atomo, a diferenca de fase entre as ondas destas fontes flutua aleatoriamente. Em otica se
consegue coeréncia pela divisdo do feixe luz de uma fonte em um ou mais de dois feixes que
podem ser recombinados para se ter uma figura de interferéncia. Esta experiéncia foi utilizada
por Thomas Young, em 1801, para demonstrar mostrar a natureza ondulatoria da luz. A
intensidade da luz é maxima quando a diferenca de percurso entre um ponto do anteparo e as
duas fendas é numero inteiro de | . Vga dois interessantes applets nos seguintes enderecos
eletronicos:

http: //www.col orado.edu/physi cs/2000/appl ets/twodlitsa.html

http://surendranath.tripod.com/Dbl St/Dbl StApp.html

2 — Ondas Estacionérias

Ondas confinadas no espaco, por exemplo, ondas nas cordas de um violdo, podem
originar configuracfes estacionarias. 1sto ocorre porgue teremos ondas se deslocando diregdes
opostas. Estas ondas se superpdem de acordo com principio de superposi¢cdo. Existem certas
freqUiéncias para quais a superposicdo provoca uma onda estacionaria. O endereco a seguir
apresenta uma simulacéo sobre este topico:
http: //mww2.biglobe.ne.jp/~norimari/science/JavaEd/e-waved.html

Corda fixa nas duas extremidades

A Figura 5 mostra as configuractes de ondas estacionérias numa corda presa nas duas
extremidades. As frequiéncias responsaveis por estas configuracdes sdo as freqliéncias naturais
de ressonancia da corda. Cada freqliéncia esta associada a um modo de vibracdo. O primeiro
modo é denominado de modo fundamental (ou primeiro harmonico), a frequiéncia (tem o dobro
da primeira) de ressonancia imediatamente seguinte € o segundo harmdnico e assim
sucessivamente. Os pontos de maximos sdo denominados de ventre e os de minimo de no.

Analisando a Figura 5 e fazendo uma associagdo com o comprimento de onda de cada
harmdnico, o comprimento da corda e o nimero de ventres, obtemos a seguinte relacdo:

|
L=n— n=123. (12)
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Este resultado € a condicdo de onda estacionaria. Em termos de freqiiéncia podemos
escrever:

f =YY —nYopn n=123.. (13)
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Fig. 5 — Ondas estacionarias numa corda com as extremidades fixas. Veja dois interessantes applets nos links:
http://users.erols.comv/renau/harmonics.html e http://www.fal stad.com/loadedstring/.

Corda fixa em uma extremidade

A Figura 6 mostra as configuragdes de onda estacionéria para uma corda presa em
apenas uma de suas extremidade.

Fumilarmeneal. primeiro hanmdaizo

1 ¥
W

Teroeino hummiin

Chani harmiinos

5 1 v
N A R

S pim banmdaiicu

Noan ksrminias

ml

Fig 6 — Ondas estacionarias numa corda presa em apenas uma ponta

De modo anédlogo ao anterior, a condi¢éo de onda estacionaria € dada por:

I
L=n-—", n=135.. (14)
4L

As frequiéncias de ressonancia sao:
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\
f =n—=nf, n=135... 15
n =M (15)

Funcdes de onda das ondas estacionéarias

A funcéo deslocamento € dada por:
Y, (xt) = A, (x) cosiw,, +d,) , (16)

onde A, (x) € a forma da corda num instante qualquer e é dada por:

A, (x) = A, senk,x.

Assim, a funcéo de onda de uma onda estacionaria do n-ésimo harmonico sera:
Ya(xt) = A, senk xcostw,t +d,) (17)
Ondas sonoras estacionarias

Uma onda sonora pode ser descrita como uma onda de pressdo ou onda de
deslocamento. As condicBes de onda estacionaria sdo as mesmas de uma corda. Na onda
sonora, as variacfes de pressdo e de deslocamento estdo 90° fora de fase. Assim, huma onda
sonora estacionaria, 0os nos de pressdo sdo os ventres de deslocamento e vice-versa. Por
exemplo, a extremidade aberta de um tubo de 6rgdo é um nd de pressdo e um ventre de
deslocamento; a extremidade fechada é um ventre pressdo e um no de deslocamento. Veja uma
interessante simulacgéo no enderego abaixo:
http: //physi cs.uwstout.edu/physappl ets/a-city/physengl/stlwaves.htm

3 — Superposicao de ondas estacionérias

Em geral, um sistema ndo vibra num Unico modo harménico. O seu movimento é o
resultado da mistura de varios modos harménicos possiveis. A funcdo de onda é uma
combinacgdo linear das fun¢des de ondas harmonicas:

y(x,t)=Q A, senk, xcosw, t+d) (18)

A maior parte da energia da onda esta associada ao modo fundamental, mas pequenas
fracOes de energia sdo pertinentes aos outros modos.

4 — Andlise harmonica (analise de Fourier) e sintese harmonica

A Figura 7 mostra o gréfico das variacbes de pressdo em funcéo do tempo para 3
instrumentos tocando uma mesma nota. A formas de onda sdo bastante diferentes. As notas tém
a mesma altura (provoca a mesma sensacao de som), porém difere por uma qualidade que é
denominada de timbre. A principal razdo desta diferenca de timbre, sdo os harmdnicos que
acompanham a fundamental emitida pelos instrumentos (os harmdnicos presentes na forma de
onda de cada instrumento tém intensidades diferentes).

As formas de ondas podem ser estendidas nos harmdnicos que as constituem. Este
método é denominado de Andlise de Fourier (resultado dos trabalhos do matematico francés J.
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Fourier). O inverso da analise harmonica € a sintese harmonica, que trata da construcdo de
uma onda periddica pela superposicdo de componentes harménicos. A Figura 8 mostra os trés
primeiros harmonicos impares que levam asintese de uma onda quadrada.

Veja uma excelente simulacéo no endereco eletrdnico a seguir:
http: //www.phy.ntnu.edu.tw/|ava/sound/sound.html
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Fig. 7 — Formas de onda da vibracgédo (a) de um diapaséo, Fig. 8 — (a) os trés primeiros harmdnicos impares de
(b) de uma clarineta e (¢) de um oboé (Instrumento musical uma onda senoidal simples, usados para sintetizar uma
de sopro, feito de madeira, de timbre semelhante ao do onda quadrada. (b) A aproximacdo de uma onda
clarinete, maslevemente nasal). quadrada resultante da soma dos trés primeiros

harmbnicos impares mencionados em (a).

5 — Pacotes de ondas e dispersao

E bom salientar que o modelo de onda harmonica considera a onda periddica no tempo, ou
sgja, se repete indefinidamente. Na realidade, nds ndo temos este comportamento na natureza e sim
a existéncia de pulsos ondulatérios. Os pulsos ondulatérios ndo séo periédicos, ou sgja, eles tém
principio e fim. Estes pulsos também podem ser representados por um grupo de ondas (denominado
de pacote de ondas). No entanto, a sintese de um pulso exige uma distribuicdo continua de
freqliéncias, ao contrario das ondas harmonicas que podem ser representadas por uma distribuicao
discreta de freqiiéncias.

Se a duracéo de um pulso for muito curta, Dt, o intervalo de freqiéncias, Dw , necessario
para descrevé-lo € muito grande. A relacdo entre estas duas grandezas € dada por:

DwDt » 1 (19)
A largura do pulso e o intervalo de nimero de onda estéo relacionados por:

DKDx » 1 (20)

Meio nao-dispersivo — O pacote de onda mantém sua forma amedida que avanca no meio, todos os
componentes do pacote se deslocam com a mesma velocidade. Neste caso, a velocidade das ondas
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ndo depende do comprimento de onda nem da freqiéncia. O ar € um exemplo deste meio para
ondas sonoras.

Meio dispersivo — Existe dependéncia entre a vel ocidade de onda e a freqliéncia ou o comprimento
de onda. O pacote de onda muda de forma ao avancar.

Velocidade de grupo — A velocidade com que avanga uma onda num meio dispersivo. Esta
velocidade ndo coincide com a velocidade de fase das componentes harmonicas do pacote. Por
exemplo, a velocidade de grupo das ondas superficiais em aguas profundas € a metade da
velocidade de fase das ondas harménicas componentes. Os sdlidos e liquidos em geral sdo
dispersivos para ondas sonoras. Um efeito mais comum de dispersdo € o arco-iris, que se forma em
virtude de a velocidade das ondas luminosas na dgua dependerem da frequiéncia e do comprimento
de onda.

Exercicios

1. Duas ondas com freqgiiéncias, comprimentos de onda e amplitudes respectivamente iguais
avancam numa mesma direcdo. a) Se a diferenca de fase entre elas for de % esea

amplitude de ambas for de 4,0 cm, qual a amplitude da onda resultante? b) Para que
diferenca de fase d a amplitude resultante sera igual a 4,0 cm?

2. Quando se faz soar um diapaséo de 440 Hz (o la da afinagéo de uma orquestra) e a corda
|4 de violdo desafinado, percebem-se 3 batimentos por segundo. Depois de apertar um
pouco a cravelha da corda, a freqtiéncia dos batimentos aumenta para 6 por segundo. Qual
a freguéncia da nota da corda depois de apertada?

3. Duas fontes sonoras oscilam em fase. Num ponto a 5,00 m de uma e a 5,17 m da outra, a

amplitude da pressio da onda de cada fonte, separadamente, € p,. Determinar a amplitude

da onda resultante se a freqiéncia das ondas sonoras for de a) 1.000 Hz, b) 2.000 Hz e ¢)
500 Hz. (considere a velocidade do som como 340 nvs)

4. Uma corda esta tensionada entre dois suportes fixos, separados pela distanciade 0,7 m, ea
tensdo é ajustada até que a frequiéncia fundamental da corda sgja a da nota |a de afinacéo,
440 Hz. Qual a velocidade das ondas transversais da corda?

5. Uma corda com comprimento de 3 m e 0,0025 kg/m de densidade linear de massa esta4
fixada em duas extremidades. Uma de suas frequiéncias de ressonancia é de 252 Hz. A
fregiiéncia de ressonancia imediatamente seguinte a esta é 336 Hz. (a) A que harménico
corresponde afrequiéncia de 252 Hz? ¢) Qual a frequéncia fundamental? d) Qual a tensdo
na corda?

Exercicios para casa

Vide o livro 42 edic&o (capitulo 16)
Delal4,26e27,32a35, 37 a43.



